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CAPITULO 1- PRINCIPIOS FUNDAMENTALES DE LA ELASTICIDAD LINEAL

1.1- SOLIDO ELASTICO

La Elasticidad lineal estudia el comportamiento del sélido elastico, definido como un sistema de puntos
materiales deformable, continuo, elastico, homogéneo e isétropo.

o Deformable: Al aplicar cargas se deforma.

e Continuo: La distribucién de masa es continua. Se puede derivar en el intervalo.
e Elastico: Al retirar las cargas desaparecen las deformaciones.

e Lineal: si se aplica el doble de carga, aparecen el doble de deformaciones.

¢ Homogéneo: Las propiedades no varian de un punto a otro.

e |sOtropo: Las propiedades no cambian con la direccién.

1.2- HIPOTESIS BASICAS DE LA ELASTICIDAD LINEAL

e Elsdlido es continuo y permanece continuo bajo la accion de las cargas exteriores.
o El principio de superposicién de efectos es valido, en virtud de la linealidad.

e Existe un unico estado de reposo sin tensiones en el sélido, al cual se vuelve cuando cesan las
acciones.

1.3- ECUACIONES QUE INTERVIENE EN EL CALCULO ELASTICO

Todas las ecuaciones del calculo elastico son lineales, y se pueden clasificar en tres grandes grupos:

. ECUACIONES DE EQUILIBRIO O ESTATICAS: Relacionan las fuerzas actuantes con las
tensiones.

e ECUACIONES DE COMPATIBILIDAD O CINEMATICAS: Representan las condiciones de
compatibilidad entre los movimientos del sdlido y sus deformaciones.

° ECUACIONES CONSTITUTIVAS O MIXTAS: Relacionan las tensiones con las deformaciones.
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CAPITULO 2- ANALISIS DE TENSIONES

2.1- CONCEPTO DE TENSION. VECTOR TENSION

Sea un sdlido elastico en equilibrio, sometido a un sistema de fuerzas externas. Para investigar lo que sucede
en el interior del cuerpo, se corta por un plano imaginario, dividiendo el sélido en dos partes. El equilibrio en

cada una de las partes requiere la presencia de fuerzas internas actuando en el plano de corte.

Si se toma la fuerza actuante AF sobre una porcién AA, se define el vector tension en un punto de la siguiente
manera:

f - qim AF _dF VECTOR TENSION TOTAL EN UN PUNTO SOBRE UN PLANO

Por tanto, el vector tension depende de la situacién del punto y de la orientacion del plano de corte. El vector n
es unitario y perpendicular al plano que define.

nl
n=<n, ‘n‘:w/n12+n22+n32 =1
n3

Las tensiones son fuerzas por unidad de superficie; por tanto, en el S.I. sus unidades son MPa o kN/m?.

Componentes del vector tension:

Las componentes intrinsecas del vector tension son:

: tension normal

al

=1

: tensién tangencial
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e Tension normal:

MODULO | s=n' .t VECTOR o

Ql
Il
S

e Tensioén tangencial:

- 2
MODULO T =4[t

Sl
[
|

Q|

VECTOR

2 |
_‘0

En un cubo de dimensiones infinitesimales, las tensiones que aparecen son las siguientes:

> oy

La notacion oj - tjj obedece a lo siguiente:

El primer subindice indica qué eje es perpendicular al plano en el que actua la componente.

— El'segundo subindice expresa a qué eje es paralela la componente.

El convenio de signos es:

Para la cara con i positivo como versor, la tension es positiva si lleva j en sentido positivo.

Para la cara con —i positivo como versor, la tension es positiva si lleva el sentido de —j.
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2.2- ESFUERZOS

Las tensiones actuantes en una seccidn pueden ser sustituidas por un sistema de fuerzas equivalentes

denominadas esfuerzos.

En general, los esfuerzos consisten en una fuerza axil, dos cortantes, dos momentos flectores y un momento

torsor.

N '\f\
S
Q, >
\ 4 Q,
M y
y M,
v Z
Para obtener los esfuerzos, hay que integrar las tensiones.
AXIL: N={[o,-do
Q
CORTANTES: Q, =[]z, -d Q =|[z.-do
Q Q
MOMENTOS FLECTORES: M, =[[o, z-dOQ M, =—[[o,-y-d
Q Q
MOMENTO TORSOR: M, =[[(y - y=7,-2)-dO
Q
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2.3- ECUACIONES DE EQUILIBRIO INTERNO

Las componentes de tension en un sélido generalmente varian de un punto a otro. En un caso bidimensional,

las tensiones actuantes en un elemento diferencial de caras “dx” y “dy” y de espesor unidad son las siguientes:

6oy
o, + dy
Ay y 5y
T,
Ty + = dy
Z Sy
oT
A Y Tay *+ 6xy dx
X
fx 5OX
Ox «— || dy o > > O+ dx
6 x
T
xy
dx
> x

fx, f,: Fuerzas por unidad de volumen (peso propio, fuerza centrifuga).

Para que exista equilibrio, se tiene que cumpli. *Fy=0 ; XFy,=0 ; TM=0

Tomando momentos respecto a O, las tensiones normales y las fuerzas de masa dan momentos nulos. Se
tiene:

0
2'Txy 'dy'__z'Tyx .dx.ﬂ_{_ z-xy dxdy___yxdydxﬂ:o
2 e 2

Por tanto, despreciando los términos infinitesimales de tercer orden:

T
= , analogamente
Ty = Tx y g 2'

Si ahora se hace X~ Fy =0, se tiene:

aUx az-x
5 -dx)-dy —o, -dy + (7, + ayy

(o, + -dy)-dx—z,, -dx+ f, -dx-dy =0
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Se puede hacer también X F,, = 0 . Simplificando, se tiene:

0
%4_&4_ fx =0
OX oy
0 0
i-}-&-l- fy =0
oy OX

Generalizando para tres dimensiones:

OX oy 0z
0T, . oo, 0t
OX oy oz

+f, =0
+f,=0
+f, =0

ECUACIONES DE EQUILIBRIO INTERNO EN TENSIONES (2D)

ECUACIONES DE EQUILIBRIO INTERNO EN TENSIONES (3D)
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2.4- TENSOR DE TENSIONES

Se conoce el estado tensional en un punto cuando, para cada orientacion, se puede obtener el vector tensién
asociado t, . Esta aplicacién lineal entre los vectores t, y N (normal a dicha orientacién) constituye un tensor

T, que define el estado tensional en el punto.

t =T-n FORMULA DE CAUCHY

Las componentes del tensor de tensiones son:

Oy Txy Ty
T= Ty Oy Ty TENSOR DE TENSIONES
Ty Tyz o,

Sustituyendo las componentes en la Férmula de Cauchy, se tiene:

tX UX TXy XZ nX
L=ty Oy Ty ny
t T T o n
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2.5- CAMBIO DE EJES

Si se desea cambiar la base de referencia, es preciso expresar los vectores t y N en esa nueva base, y

también el tensor de tensiones.

CAMBIO DE BASE

t=T-n > t =T -n
BASE ANTIGUA BASE NUEVA

Se considera una matriz de cambio de base G que relaciona los nuevos vectores con los antiguos, de la

siguiente manera:

!

n=G-n

-
Il

®

—

Las columnas de G son los vectores unitarios de los nuevos ejes referidos a la antigua base.
[Gl=[ix} {y'} {z]

G es una matriz ortogonal (G™' =G ). Por lo tanto:

— |
Il
-
S
Il
|-
®
S
Il
®
~+ |

De donde:

Entonces:

=G'.

|-
()

|—
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2.6- TENSIONES Y DIRECCIONES PRINCIPALES

De cara a dimensionar una estructura, un problema importante corresponde a la determinacién de los valores

maximo y minimo del médulo del vector de tensiones y las direcciones de los planos correspondientes. En este

caso, la tension total t es paralela a la normal N y no existen tensiones tangenciales. Las direcciones de los

planos se denominan principales y las tensiones, tensiones principales.

—* |
Il
|-
S
Il
NS
=
v

T-2-1]=0

O, lo que es lo mismo:

o, -4 Ty T,
w Ooy,—4 7, |=0
T T o, —A

Este es un problema de obtencién de autovalores y de autovectores. Hay que tener en cuenta lo siguiente:

— Los autovalores de una matriz simétrica son todos reales.
— Los correspondientes autovectores son ortogonales.

Resulta la siguiente ecuacién cubica:

Bl -2+l A-1,=0

Con los siguientes invariantes:

l,=0,+0,+0, tension cubica
I _ . + . + . _ 2 _ 2 _ 2
,=0,0,t0,:0,+0,-0,-7, -7, -7,
Oy 2-xy Ty
I, =lry, o, 7,
Ty z-yz o,

o 0 0
I=10 o, 0
0 0 oy
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Las tensiones principales se ordenan de mayor a menor:
O, >0, >0y,

Hay que tener siempre la precauciéon de comprobar que los autovectores son unitarios y perpendiculares entre
si. Si hay dos tensiones principales iguales, el elipsoide de tensiones es de revolucion, por lo que existe un

conjunto infinito de parejas de direcciones principales.

Obtencién de autovalores y autovectores con la calculadora programable

HP-48

— Introducir la matriz.

— Teclear MTH, MATR, EGV.

— Sale el vector de autovalores en (1) y los autovectores por columnas en (2). Se corresponden
entre si por el mismo orden.

— Como no salen unitarios, hay que normalizarlos. Se introduce el autovector en [ ] y se pulsa
ENTER dos veces.

— Pulsar MTH, VECTR, ABS y da el mdédulo del vector.

— Pulsar % y ya se tiene el autovector normalizado.

— Repetir el proceso con los otros dos autovectores.

— Comprobar que resultan perpendiculares entre si.

HP-49

—  Teclear MTH, MATRIX, EGV e introducir la matriz con MTRW. Salen los autovectores por
columnas y en la ultima fila los autovalores.
—  Se puede hacer también con la tecla MATRICES.

— Todo lo demas es igual que en la HP-48, aunque también se puede hacer:

[3 4 6]
(ABS[3 4 6)

n=
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2.7- ELIPSOIDE DE TENSIONES

Es el lugar geométrico de los extremos del vector de tensiones, al variar los planos que pasan por el punto. Si

se considera el origen de coordenadas en el punto, se tiene:

X =1
y=t
z=t

2 2
X Ty Txa o, X T, O, Ty
y o, Ty, + Ty Yy Ty, + Ty Oy
Z T o T L O T T

2 2
X Oy z—xy Txe
yI = Txy O'y Tyz
z T T (o}
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2.8- TENSION OCTAEDRICA

El vector tension octaédrica da una idea de la magnitud de la tensiéon en un punto (de “cuanto esta de
cargado”). Utilizando como base de referencia los ejes principales:

El vector tension octaédrica representa la tension que se produce en los planos normales a la recta bisectriz de
los ejes principales, es decir, al plano cuya normal es:

| 1
n=—-1
N
1
o 0 0 . 1 | o,
t=T-n={0 o, 0 el 1=—3- o,
0 0 oy 1 O

Las tensiones normales y tangenciales son:

T - 1
oc=n -t= E-(G. +to, +oy) TENSION NORMAL OCTAEDRICA

-2 1 .
P =§~\/(JI ~0,) +(o,-0,) +(c, —0o,,)° | TENS. TANGENCIAL OCTAEDRICA
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2.9- TENSIONES TANGENCIALES MAXIMAS

Si se desean obtener las tensiones tangenciales maximas, la solucién se encuentra en los planos bisectores de

los planos principales.

El valor de la tension tangencial maxima es:

Tmax :E'(O-I —oy)

El vector que define la direccion donde se encuentra la tensién tangencial maxima es:

ﬁ:L'(ﬁl +ﬁn|)

V2
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2.10- DESCOMPOSICION DEL TENSOR DE TENSIONES

El tensor de tensiones referido a los ejes principales puede descomponerse en dos: tensor esférico y tensor
desviador.

El tensor esférico tiene todos los valores de la diagonal principal iguales a la tensién normal octaédrica.

El tensor desviador es la diferencia entre el total y el esférico.

o, 0 0 o, O 0 O, —0p 0 0
T=/0 o, 0|=|0 o, 0 |+ 0 0, =0 0
0 0 o, 0 o, 0 0 O, =0,
Siendo:
+0,+
o = 0, O;,z 03
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CAPITULO 3- MOVIMIENTOS Y DEFORMACIONES

3.1- DESPLAZAMIENTOS

El vector desplazamiento es una funcién continua del punto a considerar.

M=U-X, +V-X, +W-X,

3.2- DEFORMACION LONGITUDINAL

La aparicion de tensiones en un sélido se produce no por los movimientos absolutos de sus puntos, sino por
las separaciones o acercamientos de sus particulas, o sea, por las deformaciones. La deformacion longitudinal
en una direccion es el alargamiento o acortamiento unitario que experimenta un elemento lineal infinitamente
pequefio, segun esa direccion, al deformarse el solido. Se consideran positivos los alargamientos y es

adimensional.

AB' - AB

3.3- DEFORMACION TRANSVERSAL

La deformacién transversal (o tangencial) entre dos direcciones perpendiculares entre si se mide por la
semivariacion del angulo que forman dos segmentos infinitamente pequefos al producirse la deformacion del

soélido, segun ambas direcciones. Es positiva si se produce un cierre del angulo.

c
7 aB.AC =0, +®,
D, +D,
Epsac = 5
B
A

& determina la contribucion de cada lado a la deformacion total.
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3.4- EXPRESION DE LAS DEFORMACIONES EN FUNCION DE LOS DESPLAZAMIENTOS

Si se supone un caso bidimensional, se tiene:

dy
v
dx D
A =X
u du
. u+ — dx
dx
- —
Se tienen, por lo tanto (extrapolando a 3-D), las siguientes deformaciones:
ou ov ow
SX = gy = — gz e
OX oy 0z
y _au+av y _av+aw y _8u+aw
Yooy ox o1 oy “ oz ox

Las rotaciones son los giros que se producen en las bisectrices de los angulos que forman los segmentos.

o, = L[V _u 0. =—
Yoo2lox oy Y 4
_lfow ov
"o\ a Dy =70y
1{ou 8Wj
Op =\ 77~
2\ oz OX W, =—d,,
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3.5- MOVIMIENTOS DE SOLIDO RIiGIDO

Los movimientos que se producen en un soélido tienen las siguientes componentes:

— Una traslacion de componentes (U, Vo Wo).

— Una rotacion de componentes (a)xy,a)yz,a)zx .

— Deformaciones longitudinales (e, ¢, €,).
— Deformaciones tangenciales (yxy vyz Yxz)-

Las dos primeras recogen el movimiento como sélido rigido.

Por tanto, los movimientos de sdélido rigido seran una suma de TRASLACION + GIROS x BRAZOS.

USR(X: y,z) =Uu, _wfy '[y_yo]""a);)x '[Z_ZO]

Ver (X, Y,2) =V, — @, - [2- 2, ]+ @, - [x —x,] MOVIMIENTOS DE SOLIDO RIGIDO

Wer (X, Y,2) =W, _a)g( ‘[X_Xo]"'a);)z '[y_yo]

0 0
(4

. L . 3T 0
Siendo los valores (uo Vo Wo) los movimientos del centro de giro del sdlido y los valores (@, ,®,,,®,,)las

rotaciones del centro de giro. Considerando las k! valores constantes, se tiene:

U (X, Y,2) =K, +Kk, - y+k; -z
Ver (X, Y,2) =K', +K', - x +K';-Z MOVIMIENTOS DE SOLIDO RIGIDO

Wer (X, Y,2) =K', +k",-x+ K",y
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Se pueden comprobar los valores:

ou
SR _ SR _n_ ~SR _ _.SR
e =—=0=¢ =g¢,
OX
SR avSR+auSR 0 SR _ . SR
Xy YT I x _7yz
OX oy
SR _ 0
a)xy —a)xy
SR _ 0
a)yz —a)yz
a)SR:a)O

Los movimientos de sdélido rigido no provocan, por tanto, deformaciones longitudinales ni tangenciales.
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3.6- TENSOR DE DEFORMACIONES

El tensor de deformaciones es:

s 1, 1
X 2}/xy 27/xz
1 1
D: Ej/xy 8y Eyyz
[T
27xz 2?/yz z

Los autovectores del tensor de deformaciones son los mismos que los del tensor de tensiones. Representan

las direcciones donde no existe deformacion tangencial.

Si ¢, es el vector deformacion por unidad de longitud en la direccion N, se tiene:

g, =D-n
De donde se tiene:
DEFORMACION LONGITUDINAL: e=n e
DEFORMACION TANGENCIAL: y =l —&

La deformacién tangencial (o transversal) maxima es:

Yvuax =€) — &

Y se produce en la direccion:
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Cambio de base:

Donde G es la matriz de cambio de base, cuyas columnas son los vectores unitarios de los nuevos ejes
referidos a la base antigua.

Deformacién angular en un punto O:

A A

Bl

OA

oB

doa y dos son los vectores unitarios de cada direccion.

La deformacién angular del punto es:

Yonos = 2-don .D° -dos =2-dos .D° -doa
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3.7- ECUACIONES DE COMPATIBILIDAD DE DEFORMACIONES

Si se conocen las funciones continuas y derivables de los desplazamientos, es posible obtener las
deformaciones en un punto. En cambio, si se conoce el campo de deformaciones, en general no es posible
conocer los desplazamientos, excepto si se satisface una serie de relaciones entre las deformaciones que se

denominan ecuaciones de compatibilidad, y que son:

azgx + aZgy _ 82j/xy
oy*  ox*  oOx-oy

d’s, 0%, O,

o oy oy-oz

o’s, 0’tc, 0y,

—+ =
ox> oz ox-oz

2 0 0
2'88)( :i _ ]/y1+67/xz+ 7/xy
OX oy 0z

828 a 87)/2 _87xz +87Xy
ox-0z oy\ Ox oy 0z

) 8252 0 a7/yz +67/xz _ayxy
ox-oy o0z\ oX oy 0z

Para que el campo de movimientos sea Unico, ademas de cumplirse estas ecuaciones, el sélido debe ser

simplemente conexo (sin agujeros).
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3.8- DESCOMPOSICION DEL TENSOR DE DEFORMACIONES.

Al igual que el tensor de tensiones, el tensor de deformaciones referido a los ejes principales puede
descomponerse en dos: tensor esférico y tensor desviador.

El tensor esférico tiene todos los valores de la diagonal principal iguales.

El tensor desviador es la diferencia entre el total y el esférico.

g 0 0 e, 0 0 & — &y 0 0
D=0 ¢ O0|={0 ¢, 0|+ 0 &, — &, 0
0 0 g 0 0 ¢, 0 0 &y~ &y

Siendo:

&t teE

El tensor esférico representa un estado de deformacién donde sélo existe cambio de volumen.

El tensor desviador representa un estado donde no hay deformacion volumétrica, sino Unicamente cambio de
forma.
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CAPITULO 4- RELACIONES CONSTITUTIVAS O MIXTAS

Son las relaciones entre tensiones y deformaciones.

4.1- LEY DE HOOKE UNIDIMENSIONAL

/7¥
- | Gx
\4‘—|>
L -
,,J//
L AL

4.2- COEFICIENTE DE POISSON

En realidad, al aplicar una tension en un cuerpo elastico, lineal, homogéneo e is6tropo se producen
deformaciones en la direccidn de la tensién y en el resto de direcciones.

P §
\‘ |
ST 2

v : Coeficiente de Poisson. Es adimensional; depende también del material y da una idea de la compresibilidad
del sélido. Debe ser v < 0.50. Si v = 0.50 el cuerpo es incompresible.
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4.3- LEY DE HOOKE GENERALIZADA

&y . 1 -v —v) (o,
gy |= - v 1 —vi|lo,
g, -v —v 1 o,
AV . .
€= T =&, té, teg, DEFORMACION CUBICA
S=o0,+0,+0, TENSION CUBICA

4.4- MODULO DE RIGIDEZ TRANSVERSAL

Es un coeficiente que depende también del material.

B E
2-(1+v)
_ Ty _ e _y
}/xy_ G 7/>(Z G }/yz N

4.5- MODULO DE COMPRESION

Es otro coeficiente que depende del material.

_E
S 3.(1-2-v)
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4.6- ECUACIONES DE LAME

Son las ecuaciones que dan las tensiones en funcion de las deformaciones.

o,=4-¢+2-G-g,
o,=4-e+2-G-¢,
o,=1-6+2-G-g,

Ty =G'yxy
Ty :G'j/xz
Ty :G'yyz

E-v

Con: =
d+v)-(1-2-v)

CONSTANTE DE LAME

e=¢,+&, +¢,

Relaciones entre constantes:

l:K—gG:?"K'V

1+v
G:_‘(K_/D:}K.E

K-E
L___ A _3K-E
2:(1+G)  6-K
E=&=3-K-(l—2v)
3.K+G
K=i+2.G G-E E

37 3.3-G-E) 3-(1-2-v)
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Tricar 1.

En un punto O de un solido elastico se sitllan unos ejes coordenados cartesianos. Al someterlo a un estado de

tension, las tensiones principales ' y sus cosenos directores, I', m’, n’, tienen los valores que se indican mas abajo
(tensiones en MPa).

Con otro estado de tensiones, independiente del anterior, se obtienen respectivamente ¢” y I”, m”, n”.

ESTADO 1
G I’ m’ n’
10 0 1 0
2 0 0 1
-5 1 0 0
ESTADO 2
o" |” m” n”
4 1 0 0
-2 0 1/2 \3/
2
-10 0 \3/ -1/2
2

Si ambos estados actlan a la vez, determinar:
1. Valoresy signos de las tensiones (tensor de tensiones).

2. Valores con signo de las tensiones principales y direcciones correspondientes, definidas por sus cosenos
directores.

3. Representar las soluciones en dos croquis en perspectiva.
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Tricar 3.
La ménsula de la figura tiene como seccion transversal un triangulo isésceles, tal y como se muestra. En su
extremo libre esta sometido a una carga distribuida sobre dicha seccién transversal, cuya resultante, de valor P,
pasa por el centro de gravedad de la misma. Las constantes del material de que esta constituida son Ey vy su
peso propio se supone nulo.
Sea el campo de tensiones definido por:

Ox =0y =Ty =0; e = K[-x2+a-(2-a+y) ;T = Kex-(a-y) ; o, =-P-(L-2)x/ly;
donde K representa un valor constante. Se pide:

1. Mostrar que el campo de tensiones anterior no es, en general, solucién del problema elastico planteado.

2. Obtener las condiciones que deben cumplir el angulo a, definido en la figura, y el coeficiente de Poisson v
del material, para que el campo de tensiones si sea la solucion elastica del problema.

3. Calcular el valor de la constante K para el o los casos en que exista solucion.

(Examen de junio de 2000)
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Tricar 8.

Las tensiones principales en un punto P de un sélido elastico, referidas a un sistema cartesiano ortogonal OXYZ y
expresadas en MPa son:

o =22 i+2:7+K) 7, =20-1-10-7-20-K oy =-2-i-2-5+2:K)

Calcular la tension correspondiente a un plano cuya normal exterior forma angulos agudos iguales con los
semiejes positivos del triedro OXYZ.









Tricar 9.

El cubo elemental de la figura a) esta orientado de forma que la cara ABCD esta en el plano X=0, el vértice A esta
sobre el eje Z, el B sobre el eje Y, y la distancia OA=AB/2. Las tensiones totales sobre las caras ABCD y A'B'C’'D’
son paralelas al eje X y su magnitud es de 3 MPa. Las que actlan sobre las caras ADD’'A’ y BCC'B’ son paralelas
al eje Y y de magnitud 6 MPa. Por (ltimo, las tensiones totales correspondientes a las caras ABB'A’ y DCC’D’ son
paralelas al eje Z y de magnitud 6 MPa. Se pide:

1. Magnitudes, signos y direcciones de las tensiones principales.

2. Si por el centro del paralelepipedo se traza un plano MNN'M’ perpendicular al eje Y (figura b), deducir la
magnitud, el signo y la direccion de la tension total sobre dicho plano.

(Examen de febrero de 1994)
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Tricar 10.

El sodlido elastico constituido por el tetraedro de vértices O (0, 0, 0), A (140, 0, 0), B (0, 140, 0) y C (0, 0, 140)
(coordenadas en metros) se encuentra sometido al siguiente estado de deformaciones:

&x = 2:x-10° gy = 2:y-10° g, =22-10°
Yxy = 2:10°® Y2 =0 Tz =0
Se pide:

1. Demostrar que dicho estado de deformaciones es fisicamente posible.

2. Desplazamiento relativo que se produce segun la direccion AC, entre los puntos Ay C.

3. Calcular la variacion del angulo formado por las aristas OA y OB.

4. Calcular la variacion angular maxima que se produce en el punto de coordenadas P (30, 30, 30).

(Examen de febrero de 1996)





















Tricar 12.

Las aristas OA y OB del prisma de la figura miden 4 metros, y OC mide 8 metros. Como consecuencia de las
cargas que actlan Unicamente en el contorno se producen las siguientes tensiones:

ox=ax —2y*-2y; o,=bxX’+cy’+10x; o,=z+d; Ty=0gXYy; T1,=0; 1,=-4x+ky+5

Sabiendo que la tensidn total en cualquier punto de la cara superior del prisma es tangencial y que el coeficiente
de Poisson vale v = 0.20 se pide:

1. Valores de los parametros a, b, c, d, g, k.
2. Magnitud y direccién de las tensiones principales en el punto D (1, 1, 2).
3. Valor exacto de la tensién total en D sobre el plano normal a la recta OD.

4. Valor exacto de la tension normal en D sobre el plano anterior, indicando si es de traccién o de
compresion.
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Tricar 15.

El tensor de tensiones en un punto genérico (x,y,z) de un sélido elastico es:
4.x + 3y 6 (x+y+2) y+z

T -6:(x+y+2z) 10:(y-2) 3-X
y+z 3-X 5z

Las coordenadas vienen expresadas en metros. Se pide:
1. Calcular las fuerzas de volumen que acttan en el sélido.
2. Valor de la tension normal octaédrica en el punto P (0, 1, -1).
3. Valor de la tension tangencial octaédrica en el punto P (0, 1, -1).

4. En el mismo punto P y asociado al plano perpendicular a la recta PB, siendo B (0, 3, 1), obtener la tension
total en P y la componente normal, o,, sobre la recta PB.

5. Obtener la posicién del punto M sobre la recta PB, tal que PM = 1/(\|o,|).n, siendo n el versor normal al
plano.

6. Obtener el lugar geométrico del punto M cuando varia el plano que pasa por P.












Tricar 16.

Un soélido plastico prismatico de lados 4.00 y 2.40 metros, y una longitud de 20 metros esta sometido a su peso
propio, de peso especifico y = 25 kN/m®, y a una carga de traccién uniforme de intensidad p, = 100 kN/m2 en su
base. El punto O (0,0,0) de la cara superior esta fijo.
Se supone que los desplazamientos varian como sigue:

U=agX-z+aix+ax; V=Dboy-z+bry+hb;; W=1/2Cpz2+ C1.z+ 1/2 Cox2+ 1/2 Cgy2 + ¢y
El material tiene unas constantes elasticas: E = 3-10* MPa y v = 0.20.

Se pide obtener el desplazamiento del punto A (1.0, 0.6, 20.0).

(Examen de mayo de 2000)
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Tricar 17.

En el sélido elastico definido por el dominio: ~ x*+y?+z?<R? ; x>0, y>=0; z>0
se encuentra sometido a las deformaciones:

& = 3ax’; gy=3ay’; g=3az; yy=bzZ+2byz; y.=by+2bxy; y,=bx+2bzx
cona=2510°m? , b=510°m?y R =5m

Las anteriores deformaciones proceden Unicamente de la actuacion de cargas masicas y de unas presiones en el
contorno. El médulo de elasticidad es E = 10" kN/m? y el coeficiente de Poisson v = 0.25. Se pide:

1. Comprobar que las deformaciones son compatibles, es decir, que existe un campo de movimientos que las
produce.

2. Determinar el campo de movimientos, suponiendo que en el origen de coordenadas éstos son nulos, asi
como las rotaciones.

3. Obtener las cargas masicas actuantes.

4. Deducir la presién en el punto del contorno equidistante de los planos coordenados y no contenidos en los
mismos.

(Examen de diciembre de 1998)
















































Tricar 21.

El tetraedro irregular de vértices A (0, 1, 0); B (0, 1, 1); C (0, 0, 1) y D (1, 0, 0) de la figura se encuentra en el
interior de un solido elastico sometido a unas cargas exteriores que producen en su interior un estado de tension
constante.

Se conocen los vectores tension total sobre tres de las cuatro caras del tetraedro, que son, en kN/m?, sobre ABD
(212.1; 70.7; 245.0); sobre BCD (457.1; 0; 174.2) y sobre ABC (-300.0; 0; -346.4). Se pide:

1.

2.

Tensor de tensiones en cualquier punto del sélido.

Tensioén total sobre la cuarta cara del tetraedro.

. Tensiones principales y sus direcciones.
. Tensiones tangenciales maximas y sus direcciones.

. Coeficiente de seguridad a rotura del sélido si las tensiones de rotura son, en kN/m?, a traccion 2500, a

compresidon 30000 y a cortante 1500, e indicar la causa de la rotura (se acepta la hipétesis de que las
tensiones crecen linealmente con la carga exterior hasta la rotura).
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Resistencia de Materiales, Elasticidad y Plasticidad Jorge Perelli Botello

CAPITULO 5- ELASTICIDAD BIDIMENSIONAL

5.1- INTRODUCCION

Es habitual recurrir a simplificaciones basadas en suponer que el sélido puede dividirse en rebanadas, con

comportamientos independientes entre ellas. Existen dos tipos de simplificaciones:

Deformacién plana:

Se supone que el tensor de deformaciones es una matriz de 2 x 2 en todos los puntos del sélido elastico. Sélo

hay deformaciones en dos direcciones.
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Tensién plana:

Se supone que el tensor de tensiones es una matriz de 2 x 2 en todos los puntos del sélido elastico. Sélo hay

tensiones en dos direcciones.
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Resistencia de Materiales, Elasticidad y Plasticidad Jorge Perelli Botello

5.2- DEFORMACION PLANA

Se suele producir en sdlidos prismaticos y con generatrices paralelas al eje z, de longitud muy larga con

respecto a la anchura y altura de la base, bajo fuerzas normales a las generatrices.

Todas las secciones normales al eje z se deforman por igual y se mantienen, durante la deformacion, planas y

perpendiculares al eje z. Se suele aplicar en vigas, barras, cables, tuneles, presas de gravedad, etc.

1
£ —7o 0
o2 o, Ty 0
1
D= nyy y 0 IT=\7y o, 0
0 0 0 0 0 o,
Por lo tanto:
g, =0 o,=v-(0,+0,)
DEFORMACIONES Ve =0 TENSIONES 7,,=0
Yy =0 7, =0
Las diversas relaciones quedan de la siguiente manera:
Ecuaciones de equilibrio:
oo. Ot or oo
X+ —2+f =0 —+—L+f, =0 f,=0
OX oy OX oy
Ecuaciones constitutivas:
1 1 T
gx:E-[(l—uz)-ax—u-(l—i—u)-ay] 5y:E-[(l—uz)-ay—u-(l—i—u)-ax] yxy:%

Ecuacion de compatibilidad:

828X + 82‘E‘y _ azj/xy
oy*  ox*  ox-oy

RETINEO




Resistencia de Materiales, Elasticidad y Plasticidad Jorge Perelli Botello

Férmulas de Lamé:

o,=4-e+2-G-g, con A= v-E
1+v)-1-2-v)
E
o,=4-e+2-G-¢, G=——
2-(1+v)
Ty =G 7y e=¢,+e,

Movimientos:

u=u(xy) V=V (Xy) w = cte

Deformaciones:

ou ov
E,=— —
OX ooy

Condiciones de contorno: Se aplican las siguientes:

e SUPERFICIES LATERALES: No existen fuerzas en el contorno lateral con componentes sobre
la direccion de las generatrices.

Py :a'o-x"_ﬂ'rxy

p,=a-7,,+p-0,

e SUPERFICIES EXTREMAS (z = 0; z = L): Las fuerzas en las secciones extremas deben ser
normales a éstas.

Ecuaciones de Beltrami-Mitchell:

_ of 2 2
Vi(o, +o :—l(ﬂ+—yj con V?= 82—1— 62
v X ox~ oy

RETINEO
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5.3- TENSION PLANA

Se supone tensién plana en sodlidos con el espesor segun el eje z muy pequefio en comparacion con la
anchura y la altura, sometidos a un sistema de cargas contenido en su plano medio, por lo que resultan nulas

las componentes de la tension en el gje z.

Se suele aplicar en placas, chapas, lajas, etc.

1
&y nyy 0
1 Gx Txy
b= nyy & 0 IT=\zy oy
0 0 & 0 0
Por lo tanto:
-1
BT Ga Bt o, =0
DEFORMACIONES Ve =0 TENSIONES 7,,=0
V=0 7y, =0
Las diversas relaciones quedan de la siguiente manera:
Ecuaciones de equilibrio:
oo, Ot or, Oc
X+ —2+f =0 —+—L+f, =0 f,=0
OX oy OX oy
Ecuaciones constitutivas:
1 1
Sx—E-[O'X L O'y] gy—E-[ay—u O'X] &, =— (O'X+O'y)— - (8X+8y)

Ecuacién de compatibilidad:

0’e, N 628y _ 827/Xy
oy*  ox*  oOx-oy

RETINEO
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Férmulas de Lamé:

o :L-(exﬂ)-ey)

toa-vY)

E
=———(v-¢g,+¢&))

o
To(-vY)

o,=0
Ty = G- Y xy
Deformaciones:
ou ov ow ou ov
Ey = 8y:_ &, = 7xy:_+_
OX oy 0z oy ox

Condiciones de contorno: Se aplican las siguientes:

e SUPERFICIES LATERALES: No existen fuerzas en el contorno lateral con componentes sobre
la direccion de las generatrices.

Py :a'o-x+ﬂ'z-xy

p,=a-7,,+p-0,

p, =0

e SUPERFICIES EXTREMAS (z = 0; z = L): No hay fuerzas aplicadas.

pX :p_y:p_Z:()

Ecuaciones de Beltrami-Mitchell:

af 2 2
V2(0X+ay):—(l+u)- i+—y con V2:8—2+a—2
ox oy oX~ oy

RETINEO




Resistencia de Materiales, Elasticidad y Plasticidad Jorge Perelli Botello

5.4- TENSIONES SOBRE UN PLANO

Y _

X
—
- — — cosa —x —SenNa
Sena cosa
—-T - — — -2 —2 - - - —T -
o= oc=0-N T= M —‘0' r=t-o=n -t

Las expresiones de las componentes son:
1 1
o =§‘(GX +Gy)+5'((7x —-0,)-cos2a+71,, -sen2a

1
T= —E-(aX —-0,)-sen2a +1,, cos2a

Las tensiones principales son:

RETINEO
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Con las siguientes direcciones principales:

2.7
tg(2-¢)):ﬁ

Xy

Con el criterio de signos habitual, se consideran positivos los siguientes sentidos:

y

xy

RETINEO
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5.5- CIRCULO DE MOHR

El circulo de Mohr representa el estado tensional en los puntos de un sélido de forma gréfica.

o, +0 o, +0o
CENTRO: —~—20 6 ()
2 2
(o2 (o2 ?
- o, — O
RADIO: 2+ 6 -
2 2
Gy
T Toy
[ N
Ty
c>< Gx
Ty
I
Tyy l
Gy
AT
! (Cus T)
Tmax :
|
. 20 o, c
| | =
|
|
|
(GY’_Txy)
G )
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En el circulo de Mohr, los angulos se duplican en magnitud y cambian su sentido de giro.

1
max E(O-I _O-II )

Las direcciones con tensiones tangenciales maximas forman 45° con las principales.

Vmax = €1 — €&

RETINEO
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5.6- REPRESENTACION GRAFICA

Existen varias familias de curvas que se pueden representar en dos dimensiones:

Isostaticas:

Son las curvas envolventes de las tensiones principales. Indican las trayectorias que siguen los flujos de
tensiones dentro de la pieza. Son tangentes en cada punto a las direcciones principales. Como hay dos

familias de direcciones principales perpendiculares entre si, hay también dos familias de curvas isostaticas

ortogonales en cada punto. Su ecuacion es:

dx 2-7,,

dy —(ox-0y),

Isoclinas:

Son curvas que unen puntos donde las tensiones principales tienen una inclinacion fija. Su ecuacion es:

X

2.7,
92 o)==
o,—0O

y

=Cte

Isobaras:

Son el lugar geométrico de los puntos para los cuales una tension principal tiene valor constante. Hay dos

familias:

Lineas de maxima tensién tangencial:

Son las curvas envolventes de las tensiones tangenciales maximas.

dx o,-o,

ﬂ_ —2-Txy N

1+

2.7,

o, —0,

2

RETINEO
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Lineas isocromaticas:

Son el lugar geométrico de los puntos donde o, — o, = Cte.

+1,, =cte

Isopacas:

A lo largo de ellas, la suma de tensiones principales es constante.

Puntos singulares:

0,

max

— Oy

=cte

o, +o, =Cte

En ellos, las tensiones principales son iguales, tanto en valor como en signo. En un punto singular, todas sus

direcciones son principales. El circulo de Mohr se reduce a un punto.

Puntos neutros:

Son los puntos singulares donde todas las componentes de la tensién son nulas.

RETINEO








































Tenspla 4.

La laja en ménsula de la figura es de seccién rectangular de ancho unidad. El material es hookiano de
caracteristicas E = 3-10* MPa y v = 0.30. La ménsula esta tnicamente sometida a la accién de ciertas cargas
exteriores q(x) (fuerza por unidad de superficie) en su cara superior, normales a dicha cara. Mediante la teoria de

vigas de Resistencia de Materiales se obtiene que la componente de la tension oy se distribuye en el interior de la
laja de acuerdo con la expresion analitica: o, = A-x*-y (MPa) referida a los ejes de la figura. Se pide:

1. Determinar el valor del momento en el empotramiento.

2. Mediante las ecuaciones de equilibrio de la Elasticidad, obtener las expresiones analiticas de las demas
componentes de tensién o, Y 1, asi como la carga exterior ¢(x).

3. Comprobar si los resultados anteriores son solucién exacta del problema elastico.

q(x)

30 o

1
!
















Tenspla 5.

El sélido delgado de la figura estd sometido a un estado de tensién plana constante, del que se conocen tres datos
anotados en la figura: la tension normal sobre el plano sefialado en A, y las tensiones tangenciales sobre los
planos sefialados en By en C. Las caracteristicas elasticas del material son E = 2-10° kN/m?, v = 0.40. Se pide:

1. Determinar las deformaciones principales y sus direcciones.

2. Calcular el alargamiento del segmento OC, siendo C(5,-5).

3. Calcular la variacion del &ngulo COA.

(Examen de mayo de 2002)

4
Yﬁ

20 KN/m
—













Tenspla 6.

Una chapa delgada esta sometida a unas presiones oblicuas en los contornos, en su propio plano XY, como se
muestra en la figura. Los lados de la chapa son iguales de longitud L metros. El espesor de la chapa es muy
pequefio. Se pide:

1. Obtener el valor de p, para que en todos los puntos el estado de tensiones sea uniforme.

2. En lo sucesivo se toma p, = p1/2 (kN/mz). Entre todos los planos perpendiculares al de la chapa, encontrar
aquéllos sobre los que actian las maximas tensiones tangenciales, asi como el valor de éstas.

3. Obtener el valor de la tensién tangencial maxima.
4. SiE=3-10°MPay v = 0.30, hallar la deformacién transversal maxima.

5. Obtener la variacion de la longitud del lado CD, expresando sus unidades.
















Tenspla 7.

La viga de luz L (m) de la figura es de seccidn constante rectangular de ancho muy pequefio b (m) respecto del
canto h (m). Esta viga se encuentra sometida a flexion pura mediante la accion de sendos momentos opuestos de
valor M (kN-m) en sus extremos. El médulo de elasticidad del material es 3-10* MPa y el coeficiente de Poisson es
0.30.

Se supone que el siguiente campo de desplazamientos es la solucién del problema elastico anterior:

u=AgXy; V = Bg'x2 + B;-y? + B,-7%; w=Cpy-z

en donde (u, v, w) son las componentes del vector desplazamiento sobre los ejes coordenados indicados y Ay, By,
B1, B, y Cy constantes. Se pide:

1. Determinar los valores de las constantes.

2. Mostrar si dentro del campo de movimientos esta incluido el movimiento de sélido rigido de la viga ug = Uy (X,
Y, 2); Vo = Vo (X, Y, 2); Wo = Wp (X, ¥, 2). En caso negativo, determinar la forma mas general de este
movimiento de soélido rigido, interpretando sus términos.

3. Tensiones en el punto x = L/2; y = h/4; z = b/4.

(Examen de septiembre de 1997 y de abril de 2002)

Y ¢t Y ¢t
\ \
\ \
\ \
\ L |
\ \
\
4 AA ? 4 pal v < < hf
M < < 4 AA 9 a A A M ‘
O . VS X | 7
I —————— g i —— s |
<7 4 g 4 " .
‘ : B Aq ! ‘ < . i
4 2 < pa a a
y <








































Defpla 1.

Las deformaciones principales de un cuerpo elastico sometido a un estado de deformacion plana son las
siguientes:

. o (YY) o XK
E =aAe (X +V)e — 0106 Ej=Ae(X +VY)e 3 .
| X+y . (x+y) I Xty yi (x+yz) 10

La expresion entre corchetes contiene el vector unitario de la direccion correspondiente. Se pide:
1. Determinar el tensor de deformaciones en cualquier punto X, V.

2. Probar que tal estado de deformaciones es posible.

3. Decir con la maxima brevedad qué condiciones debe cumplir el sélido para que el campo de
desplazamientos del que proviene el campo de deformaciones encontrado sea Unico, una vez eliminados

los movimientos de solido rigido.

4. En el poligono ABCDE de la figura, determinar la variacién del angulo recto en D y el alargamiento del lado
AB.

(Examen de mayo de 1998)

B(6,6)

E(1,0) X

A(0,0)

v

C(6,0)

D(2,-2)



























Defpla 3.

En el célculo mediante elementos finitos de una laja en estado de deformacion plana, se han obtenido los
desplazamientos horizontal u, y vertical v del elemento triangular de vértices 1-2-3, cuyos valores han sido u; =
0.020; v; = 0.035; u, = 0.049; v, = 0.060; uz = -0.012; v3 = 0.033 (en metros).

Se supone que dentro del elemento estos desplazamientos varian linealmente, es decir, son de la forma:

UXY)=Ag+A - X+A-y V(Xy)=Bo+B;-Xx+B,-y

Las caracteristicas del material son médulo de elasticidad E = 3-10” kN/m2 y coeficiente de Poisson v = 0.20. Se
pide:

1. Determinar la maxima tension tangencial que se produce en el centro de gravedad de la laja, que es un
elemento triangular de coordenadas de los vértices 1 (0, 0), 2 (4, 0), 3 (0, 2).

2. Obtener la tension normal al lado hipotenusa del tridngulo en su punto medio.
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5.7- FUNCION DE AIRY

La funciéon de Airy o funcidn de tensiones proporciona una solucién en tensiones al problema elastico en
Elasticidad bidimensional, empleandose en deformacion plana o en tension plana. Si @ es una funcién de Airy,

se demuestra:

o'®
oy =—-
oy
—_— 62@ z .
o, = o fy y f, son fuerzas masicas
-0’0
v = 8x-8y_ foy =T, -x

Las tensiones asi obtenidas satisfacen las ecuaciones de equilibrio en dos dimensiones si las fuerzas de masa

fy y f, son constantes, sin importar como sea ®.

Para satisfacer las condiciones de compatibilidad, ® debe ser biarmodnica.

ANDO=V*®=0 Como A® =0, +0, — Alax + GyJ= 0
Con los siguientes operadores: V : Divergencia
0’ 0’
A : Laplaciano A=—F+—
ox~ oy

Por lo tanto, se tiene:

‘o o'o o'
Tt st =0
OX oX" -0y~ oy

Por tanto, las tensiones provenientes de cualquier funcién biarmoénica son solucién de algun problema elastico,
al cumplir automaticamente las ecuaciones de equilibrio y compatibilidad de deformaciones. Si ademas

cumplen las condiciones de contorno de nuestro problema, entonces seran su solucion.

Ejemplo: Si, por ejemplo, se toma un polinomio de segundo grado.

D=A -X"+A Y +A -X-Y+A X+A Y+ A —>  o0,=2-A

RETINEO
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Resulta, por tanto, un campo de tensiones constante. Es una funcién biarmodnica, soluciéon del siguiente

problema elastico:

Gy=2A1

T < peen,

—_—s ——> ——> —b —b —b

Ox=2A; — | e L T: 04=2A,
pam | PO P Sl s

— — — — G

LT

Gy=2A1

Si se toma una funcion de Airy de tercer grado (que es biarmonica):

D=A X +A YV +A X Y+A XY +A X +A Y A X YA XA YA,

Las tensiones seran:

o, =6-A-y+2-A - x+2-A
oy =6-A -X+2-A-y+2-A TENSIONES LINEALES

z-xy :_2'A’3'X_2'A4'y_A'7

Esta funcion de Airy es solucion del siguiente problema elastico:

Por lo tanto, la regla practica a utilizar es coger funciones de Airy dos grados superiores a las leyes de

tensiones en los contornos.

RETINEO




Airy 1.

Las coordenadas de los vértices de la laja trapezoidal de la figura expresadas en cm son A(0O, 0); B(100, 20);
C(100, 100) y D(0, 100). Se supone que la laja se encuentra bajo un estado de deformacion plana y que las
tensiones debidas a cargas exteriores se derivan de la siguiente funcién de tensiones:

3

3 2,2
q):Xy+4X y 2-x°-y

+10-y? (en MPa)
30 3000 100

Se pide:

1. Independientemente de la validez de la funcidn ¢ como soluciéon del problema anterior, determinar las
tensiones en la laja y comprobar que estan en equilibrio en el interior.

2. Determinar para los lados AB y AD los esfuerzos axil, cortante y momento que equilibran globalmente las
tensiones. Se adoptaran los signos indicados en la figura.

3. Verificar si las deformaciones resultantes de las tensiones anteriores son compatibles; es decir, si existe un
campo de movimientos que podria producir esas deformaciones.

(Examen de septiembre de 1989)

by
D C
Q
N
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B
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Airy 4.

En los vértices de una placa rectangular de 0.40 x 0.20 metros existen las tensiones que figuran en el siguiente

cuadro:
oy (MPa) oy (MPa) Ty (MPa)
A (0.20, 0.10) -90 90 120
B (0.20, -0.10) -90 90 -120
C (-0.20, -0.10) -90 90 120
D (-0.20, 0.10) -90 90 -120

Se sabe, ademas, que en los puntos medios de los lados del contorno de longitud 0.40 metros es oy, = -30 MPa, y
en los correspondientes a los lados de longitud 0.20 metros es o, = -120 MPa.

Sabiendo que las leyes de tensiones normales sobre el contorno son parabdlicas de segundo grado y que las

correspondientes a las tensiones tangenciales son lineales, se pide:

1. Dibujar las fuerzas de superficie sobre el contorno.

2. Determinar la funcion de Airy y la solucion en tensiones que de ella se deduce.

3. Hallar los puntos singulares.

4. Calcular la red de isostéticas y representarlas graficamente.



















Airy 5.

La viga biapoyada de la figura tiene de luz L = 12 m. Su seccion es rectangular de ancho b = 0.6 my canto h=2.4
m. Est4 sometida a una sobrecarga uniforme de valor g = 60 kN/m. El eje y es vertical, positivo hacia abajo, y el eje
X es horizontal, positivo hacia la derecha.

Se supone que el estado es de tension plana. Las caracteristicas mecanicas del material son E = 2-:10* MPa, v =
0.25 y su densidad es nula. Supuesta una funcién de Airy de la forma:

¢ (xY) = C1x2 + Cpx2y +Cay° + Cax2y° + Csy®
Se pide:
1. Obtener los valores de las constantes C4, C,, C3, C4, Cs.
2. Obtener la expresién del tensor de tensiones en cualquier punto.
3. Obtener la expresion de la deformacion longitudinal e,.

4. Obtener las tensiones principales en el punto de coordenadas x =3,y = 0.

q = 60 KN/m

x

[y

Y


































Airy 7.
En la pieza ABCD de la figura, los angulos de los vértices A y C son rectos. Los lados BC y CD son iguales. El
cuadrilatero esti sometido a un estado de tensién plana del que se sabe que sobre su contorno actian las
presiones normales que se indican en la figura, y ademas las presiones tangenciales siguientes:

e En el lado AB varian linealmente, sin cambio de signo, entre 1, = 180 MPa y 1z = 90 MPa.

e En AD son constantes, de valor a determinar.

e Enloslados BC y CD son nulas.

Todas las tensiones y presiones estan dadas en MPa y las dimensiones en metros. Se sugiere emplear una
funcién de Airy polinébmica de tercer grado. Se pide:

1. Valor de las presiones tangenciales que acttan exteriormente sobre el lado AD, indicando su sentido.
2. Expresiones de oy, 6, Y Tx, €n un punto cualquiera de ABCD.

3. Coordenadas de los puntos singulares, si los hubiere.

4. Ecuacion de la familia de isostaticas envolvente de o,.

5. Deducir el cambio unitario de volumen que se produciria en el cuadrilatero ABCD si sélo actuasen las
presiones tangenciales del enunciado.

(Examen de septiembre de 2002)

315


































Resistencia de Materiales, Elasticidad y Plasticidad

Jorge Perelli Botello

CAPITULO 6- ELASTICIDAD EN COORDENADAS POLARES

6.1- ELASTICIDAD PLANA EN COORDENADAS POLARES

NY

fy f, son

fuerzas masicas (al
ser por unidad de

Ecuaciones de equilibrio interno:

aTrﬂ
00

do, o0,-0,
or r

1
+_.
r

oo, Ot . Fro
00 or r

1
;

Relaciones desplazamientos-deformaciones:

g_a_u u 1 ov
"oor r r 06

u, v: desplazamientos segun las direcciones r, 6.

Ecuacion de compatibilidad:

Vi(o, +0,)=0 con

+ f,

0

area, deben
multiplicarse por
dr-r-dé).
’ 1 ou +8v_v
“r 00 or r
82
00’

r
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Tensién plana: o, =0

LeydeHooke: | " |=.[ ' TY]| fuo (0, +0,)
e Ley de Hooke: =—- . = &, =— (o, +to
y &, E v 1 o, Vo G z r 4
o, E 1 v) e
e Ecuaciones de Lamé: = o : To=G 7., o,=1,=7,=0
o,| (I-v)\v 1)]¢,
Deformacién plana: &, =0
g I-v -0 o
e Ley de Hooke: "= (+o), ( ) AT Vg = fro £, =0
&y E -0 (1-v)| |0, G
, o, E (I1-v) v £
e Ecuaciones de Lame: = : .
o,| (d+v)-1-2-v) v 1-v)) | &,
Tr5=G'7r€ UZ=U'(G|,+O'€)

Tensores de tensiones y deformaciones:

_ { i _
6‘ _.7/ _.7/
O_r Trg Trz r 2 ré 2 rz
T=|7r o, T D= 1 & 1
1 ré 6 a D 5 Vo 0 5 Yo
z-rz 791 Gz 1 1
_E'yrz 5791 &, |
Funcién de Airy (valida sélo si las fuerzas de masa son nulas):
2 2
Vid =0 VO =0, +0, v2=6—2+1~£+i2- 82
or r or r- 08
, _lo0 1 00 y OO
" r o r? 86? ’ or?
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6.2- TENSIONES PRINCIPALES

El tensor de tensiones en dos dimensiones es:

T _ (Jr Tr&j
Tro Oy

Y las tensiones principales resultan:

tg(2-a)=—

a es el angulo que forma la direccién principal | con el radio vector unitario Uy .

En la base [u r ,u9] las direcciones principales son:

_ cos — —Seno
n = Ny =
Sena cosa
Y la ecuacion de las curvas isoclinas es:

2.
o, -0,

RETINEO
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6.3- ESTADOS AXILSIMETRICOS

En los estados axilsimétricos normalmente se toma como eje de simetria el eje z, como coordenada radial r y

como coordenada angular @ . Se tiene:

. Tensiones no nulas: o,, o,, 0,, 7, o, 0 1,
. Tensiones nulas: T =7,=0 T=l0 o, 0
. Deformaciones no nulas: ¢, , &,, &,, 7, r, 0 o,
. Deformaciones nulas:  y,, =y, =0
Az
\\ \\
ANEEEN
\ \
| A,
y
— -~
\\ TOZ
TTZ
X TI’Z
ro
GT
Ecuaciones de equilibrio interno:
oo, Ot 1 oo, Ot 1
24— (o, —0,)+ f, =0 Ly 24 +f,=0
or 0z r 0z or r
Ecuaciones de compatibilidad interna:
o€ oe, 0O os
tyr L8 Y £ —E,—1-—L=0
or 0z oz or
Relaciones entre deformaciones y movimientos:
g_au o U g_aw y _6u+aw
" or oy ooz " 6z or
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Ley de Hooke:

& =[o,~v-(0,+0,)]
E
1

&g __'[O-H_U'(O-r +O_z)]
E
1

&, :E'[O-z _U'(O-r +O—9)]

Ecuaciones de Lamé:

E
=A- .
o, e+(l+u) £,
E
09—/1~e+(1+u)~59
E
=4 .
o, e+(1+u) £,
T., = E .
rz_2 (1+U) J/rz

Funcién de Airy:

O(ry=A-In(r)+B-r*-In(r)+C-r*>+D

1 00

o =—-—=A+B-[1+2~ln(r)]+2-c

"r o r?

o’d  —A
)=~ :r—2+B-[3+2-ln(r)]+2-C
7.,=0

con:

_2-(1+v)
7rz_ E Ty

8:€r+86+82

S=o0,+0,+0,

E-v
(1+0)-(1-2-v)
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Resistencia de Materiales, Elasticidad y Plasticidad Jorge Perelli Botello

6.4- TUBO CIRCULAR SOMETIDO A PRESIONES RADIALES

Sea una tuberia circular sometida a una presion interior uniforme p; y a una presion exterior uniforme p.. La

funcién de Airy con simetria axil es:

q)(r):A-ln(r)+B-r2 -ln(r)—i-C-r2 +D
En este caso, B = D = 0. Por tanto:
D(r) = A-ln(r)—i-C-r2

Y las tensiones:

o, =A2+2 C
r

o, =_—f\+2 C
r

z-r6’=0

O-r(r = Re) = _pe
o, (r=R)=-p,
~p)-R2.R? .R*—p -R?
Resolviendo, se tiene: A= (P pz') e2 ' C= Pe - e 5 i > '
Re _Ri 2(Rl _Re )
Y el desplazamiento radial: u=r-g, =é~[66. -v: O'r]
Deformaciones (simetria de revolucién):
u 1 ou
E,=—=—+|0,—0L:O & =— =0
* =T E [ 6 r] " or Vo

RETINEO




Resistencia de Materiales, Elasticidad y Plasticidad Jorge Perelli Botello

6.5- CARGAS CONCENTRADAS EN CUNAS

Carga axil:

p (carga por unidad de longitud)

2-a+sen2a) r 0 0

_9. 1 0
T - 2-p .0056’{ }

Carga cortante:

q (carga por unidad de longitud)

T -2-q send |10
- 2-a-sena) r 0 0

Momento flector:

m (carga por unidad de longitud)

T m 1 { —2-sen(26) cos(20)—cos(2a)}

sen(2a)—2-a -cos(2a) r cos(26) —cos(2x) 0

RETINEO
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6.6- CHAPA CON TALADRO

Sea una placa rectangular, suficientemente grande, en estado de tensién plana, solicitada por una traccion

o, =1 en sus bordes X = +d . Si se perfora un pequefio agujero, de radio a <<d , el estado tensional

original (o, =1, o, = 0, Ty = 0 en toda la placa) se altera de la siguiente forma:

,.a

;
o, :%-[1—/12 +(1+3-4 =4 2)-cos(20) |
0'9:%-[1+/12—(1+3-/14)-c0s(26?)]

- :%.[1_3-,14 +2.22]-sen(20)

En el borde del agujero: A =1

o,=t-[1-2-cos(2-0] queen & =+90°es 5, =3t

RETINEO
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6.7- TENSIONES EN SUELO BAJO CARGA REPARTIDA

Un problema frecuente en cimentaciones es determinar el estado tensional de un suelo bajo una carga lineal

uniformemente repartida (por ejemplo, un carril de ferrocarril). En este caso, la funcién de Airy es:

Y las tensiones son:

o="P.r.0.5no
T

p (KN/m)

I

&

N\/\/

RETINEO




Polar 1.

La laja triangular de la figura, de espesor “e” muy pequefio, se encuentra sometida a una carga uniforme g (kN/m)
a lo largo de su borde superior y se supone que su estado tensional viene regido por la funciéon de tension
siguiente:

@ (r,0) = K-r2 (sen 6-cos 0 - a-cos2 0 + b - 0)
siendo K, a y b constantes a determinar.
Se pide:

1. Comprobar si la funcién @ (r,0) es la funcion de tension de Airy solucién del problema elastico. Indicar qué
ecuaciones satisface y cuales no.

2. Obtener los valores de las constantes anteriores mas adecuadas y las hipétesis o simplificaciones
introducidas en su calculo.

3. Determinar, a lo largo de la seccion vertical AB definida por la distancia “a”, la distribucion de las tensiones
normales y tangenciales que se producen, representando graficamente dicha distribucién y comparandola
con la que se deduciria de la Resistencia de Materiales, considerando la laja como una viga de seccion
variable en voladizo.




























Polar 4.

La presa de la figura esta sometida al empuje de un liquido de peso especifico p = 20 kN/m°. Se pide:
1. Demostrar que las tensiones se pueden derivar de la siguiente funcion de Airy:
o(r,0)= r (A cos 30 + B sen 36 + C cos6 + D senb)
2. Determinar los valores de las constantes A, B, Cy D y las expresiones de las tensiones para o = 30°.

(Examen de febrero de 1989)

A 4
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Polar 7.

La estructura OAB es una chapa de 20 cm de espesor y esta empotrada en AB. Como consecuencia de las
acciones exteriores, se origina un estado plano de tensiones definido por la funcién de Airy:

O(r,0) =2.5.-r2(n- 2 -4-0 + 2-sen20 - 2-cos26)
Se supone que no actlan fuerzas de masa ni acciones térmicas.

El origen de la coordenada radial es el punto O y el de los angulos es la recta OA, con el sentido positivo indicado
en la figura. Expresando r en metros, las tensiones resultan en Mpa. Se pide:

1. Ley de variacion de las tensiones totales en los contornos OA y OB.
2. Tensiones principales en los puntos: C (r = 6 cm; 6 = 15°); D (r = 10 cm; 6 = 30°).

3. Ecuaciones de las isoclinas para los siguientes valores del &ngulo a: a. = 0; o = ©/2; o = 5n/8 (rad), siendo a
el angulo que forma en cada punto la tension principal mayor con la direccién radial.

(Examen de junio de 1999)













Polar 8.

Dada la funcién @ (r,0) = r (A-cos 36 + B-cos 0) se pide:
1. Demostrar que puede ser utilizada como funcion de Airy de algin problema elastico.

2. Obtener las expresiones de las tensiones correspondientes. Decir qué ecuaciones satisfacen estas
tensiones y por qué.

3. Probar que con ellas se puede resolver el problema elastico de la cufia de espesor unidad de la figura.
Determinar el valor numérico de las constantes Ay B.

4. Obtener la tension total en el punto P sobre el plano PO y en el punto S sobre el plano SO. Expresarlas por
su mdadulo y su angulo 6 con el eje de la cuia.

(Examen de febrero de 1992).
















Polar 9.
Una funcién de tensiones en coordenadas polares (r, 0) tiene la forma: @ (r, 0) = r3? f(0). Se pide:

1. Encontrar la expresion de f(0).

Dicha funcién de tensiones se aplica a una chapa infinita, que tiene una grieta de abertura despreciable, cuyos
bordes estan libres de tensiones. Se sabe ademas que enr =16 m, 6 = 0°, la tension radial vale 60 kN/m2,

2. Encontrar las expresiones de o, , 6p, T 1.

(Examen de septiembre de 1998)











































Polar 12.

Un arco circular plano de radio exterior r, = 6 m y radio interior r; = 3 m tiene una seccién transversal constituida
por un rectangulo de pequefio espesor e = 1. Se encuentra sometido a una flexién producida por dos momentos
opuestos M y —M, de valor absoluto 1060 m-kN, aplicados en sus extremos. Se pide:

1. Sise plantea el problema en tensiones, indicar las condiciones que debe cumplir la funcién de tensiones ¢
= ¢ (r, 8) del problema.

2. Silafuncién de tensiones es de la forma ¢ (r, ) = A:Inr + B-r*Inr + C-r°
¢ Es esta funcién solucion del problema tensional anterior?

3. Determinar las tensiones que aparecen aplicadas en una seccion recta, indicando los valores maximos.

4. Comprobar el orden de magnitud de los resultados obtenidos en el apartado anterior, mediante la
expresion correspondiente de Resistencia de Materiales.

M = 1060 KN.m M = 1060 kN.m





















Polar 13.

En el problema de deformacién plana de la figura, en la que la Unica carga actuante es una accién repartida de
intensidad p normal al lado OB, se supone que la funcién de tensiones de Airy en coordenadas polares es de la
forma:

¢ (r,6) =r>-f(6)
Se pide:
1. Determinar la funcién f(6).

2. Dibujar la ley de variacion de las tensiones normales al plano ACB, en funcién de la abscisa x indicada en la
figura, que dista h del vértice O. Indicar los valores en MPa en los extremos A y B, y en su punto medio C.

3. Esfuerzos momento flector M y axil N en dicha seccion.

(Examen de septiembre de 1998)

DATOS: p=20kN/m?; a=1/6




























Polar 15.

Un disco de radio R y espesor h, pequefio en comparacién con R, gira alrededor de su centro con una velocidad
angular Q. El material del disco posee las siguientes caracteristicas: médulo de elasticidad E, coeficiente de
Poisson v, masa especifica u (en unidades MPa y m). En estas condiciones geométricas y de carga, se pide:

1. Plantear las ecuaciones de equilibrio en tensiones.
2. Deducir las relaciones deformaciones - movimientos.
3. Obtener las ecuaciones de compatibilidad de deformaciones.

4. Plantear el problema elastico con una formulacién local en movimientos, expresando adecuadamente las
condiciones de contorno.

5. Calcular el alargamiento del radio.

(Examen de mayo de 1993 y de junio de 1993)















Polar 16.

La figura muestra un tubo rodeado por una abrazadera. Los radios de estos cuerpos deberian haber sido los
dados en la figura; sin embargo, por un error de ejecucion, tras el montaje se observa que entre ellos existe la
pequefia holgura reflejada en la figura. En la hip6tesis de tension plana, se desea saber:

1. Presion interna que hay que aplicar en el tubo para cerrar la holgura.

2. Tensiones radiales y tangenciales en ambos cuerpos en la fibra de contacto, cuando sobre el tubo actie una
presion interna doble de la encontrada en el apartado anterior.

Caracteristicas del material: E = 2-10° MPa ; v = 0.20

(Examen de septiembre de 1992)

holgura radiol=0.01 cm

Tubo
Rint=40 cm abrazadera
Rext=42 cm
Rint=42 cm

Rext=43 cm
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CAPITULO 7- METODO DE RAYLEIGH-RITZ

7.1- ENERGIA POTENCIAL TOTAL (EPT)

Un solido deformable sometido a un sistema de cargas cualquiera estara, en equilibrio, en la posicion en la que

la energia potencial total sea minima.

B EPT: Energia Potencial Total (V)
EPT=EE-EP EE: Energia Elastica (U)
V=U-W EP: Energia potencial o trabajo de

las fuerzas exteriores (W)

7.2- ENERGIA ELASTICA

La expresion general de la Energia Elastica es:

05l a0 5 [l )| o

En Elasticidad bidimensional (tensién o deformacion plana):

=_.”..[<0 o) | & 'dV%WU O,y ) | &y | €40

7.3- ENERGIA POTENCIAL

La expresion de la energia potencial es:

W =F I, = m‘fi-ui-dV+Hpi-ui-dQ
\ Q

Siendo: | f; : fuerzas masicas

pi : presiones

RETINEO
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7.4- METODO DE RAYLEIGH-RITZ

Es un método numérico para minimizar la Energia Potencial Total. En general se tienen expresadas las
tensiones, deformaciones o movimientos mediante funciones aproximantes @, que dependen de unas

constantes c;. Estas funciones deben cumplir las condiciones de contorno del problema.

Por lo tanto, las constantes c¢; son las incégnitas del problema, y hay que derivar la funcion de la Energia

Potencial Total respecto de ellas para obtener el sistema de ecuaciones que permita hallar la solucién.

ﬂ:o ﬂ=0 ......... ﬂ:()
8Cl 602 acn

El método de Rayleigh-Ritz da una solucién aproximada del problema.

RETINEO




Ritz 1.

El macizo triangular representado es indefinido segun la direccién z -deformacién plana- y se encuentra sometido a
la carga repartida p (kN/m?), y apoyado como se muestra en la figura.

El material de que esta constituido tiene un mddulo de elasticidad de E = 10° kN/m?2 y el coeficiente de Poisson es
nulo. No considerando ningun tipo de carga masica, y sabiendo que L =60 my p = 30 kN/m2, se pide:

1. Expresar la energia potencial total V del sélido elastico anterior, en funcion de las componentes de los
desplazamientos horizontal -u- y vertical -v-.

2. Obtener los desplazamientos u y v mediante la aplicacién del método de Ritz, suponiendo para éstos las
siguientes expresiones aproximadas:

U =agp + @1oX + @p1Y + @naXy + @zoX2 + agzy?
V = bgo + D1oX + bory + D1aXy + baox2 + bgzy?

3. Obtener el estado tensional en el punto de coordenadas x = L/2,y = L/2.
















Ritz 2.

En el sélido prismatico de la figura, cuya planta es un cuadrado de lado a = 10 m y su altura es h = 8 m, todas sus
caras, a excepcion de la superior que esté libre, tienen sus movimientos impedidos en la direccion normal al plano
de la cara y los contenidos en el plano de la cara son libres. Sobre este sdlido actla sélo su peso propio. El

material elastico del sélido es de peso especifico y = 2.4-10" N/m® y sus caracteristicas elasticas son el médulo de
elasticidad longitudinal E = 2-10* MPa y su coeficiente de Poisson es v = 0.20. Se pide:

1. Expresar el campo de desplazamientos u;, uU,, uz admisibles con las condiciones anteriores y suponiendo
que varian linealmente con las coordenadas.

2. Aplicando el método de Rayleigh-Ritz calcular los coeficientes no determinados en el apartado anterior.
3. Comprobar si la solucion obtenida es la solucién del problema elastico.

4. Deducir de los resultados de los apartados anteriores el nuevo campo de movimientos de segundo grado
que deberia considerarse para obtener una solucién mas aproximada.

(Examen de mayo de 2001)
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Ritz 4.

La placa triangular de la figura es delgada, de espesor e = 1 cm y se encuentra sometida Unicamente a su peso
propio. Las caracteristicas del material son E = 2:10* MPa, v = 0.30 y el peso especifico y = 25 kN/m°.

Se desea obtener una solucion aproximada del campo de desplazamientos u y v utilizando el método de Rayleigh-
Ritz con las siguientes funciones lineales de interpolacion:

u(x,y) = uz x/a V(X,y) = Vo X/a + v3 y/b
Esto es, determinar los desplazamientos nodales que hacen 6ptima dicha aproximacion.

(Examen de julio de 1990)
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o = 05 m
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CAPITULO 8- TORSION

8.1- INTRODUCCION

La torsion aparece cuando la linea de accién de las cargas no pasa por la directriz (linea de union de los

centros de gravedad).

Las unidades son de fuerza por distancia.

Alabeo:

Es la deformacion que se produce en las secciones transversales de una pieza como consecuencia de la

aplicacion de un momento torsor, y que hace que las secciones dejen de ser planas.

PR
PR

~_
S~

ALABEO

Giro por torsion:

Se aplica el Teorema de Mohr para torsion.

0(2)=6, +ﬁIMT (2)-dz G - J : Rigidez a torsién

RETINEO
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8.2-TORSION EN SECCION CIRCULAR

En las secciones circulares, tanto macizas como anulares, bajo un momento torsor, se produce lo siguiente:

e Las secciones planas y normales a la directriz se mantienen bajo torsion planas y perpendiculares a

la directriz. Por lo tanto, no hay alabeo.
e Las tensiones varian linealmente con la distancia al centro y son perpendiculares al radio vector.

AY

T MAX

X
M -r -M - M -Xx
Tﬁz = : sz = : y z-yz = :
J J J
J: Momento de inercia a torsion.
En seccion circular: J = l .7-R*
2
Desplazamientos:
U=-a-y-z
V=a-X-1 o= [4 (giro por unidad de longitud)
w=0 z

RETINEO
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8.3- TORSION EN SECCION CUALQUIERA. METODO DE LAS TENSIONES O DE PRANDTL

Se utiliza una funcién de tensiones @ para resolver el problema, que nada tiene que ver con la funcion de Airy.
La solucién en tensiones es:

o,=0,=0,=17,, =0
oD
Ty :E TENSIONES
. - 0D
o

Con estas tensiones se satisfacen automaticamente las ecuaciones de equilibrio, si no existen fuerzas de
masa.

Ademas, debe cumplirse:

0'd  o*d
= +
ox* oy’

Vi =-2.G-a =constante

@ es constante en el contorno lateral I". En secciones simplemente conexas (sin agujeros) esta constante se

puede escoger arbitrariamente, por lo que se suele tomar ® = 0. Las condiciones de contorno en las “tapas”
son:

Q=Q, =0
MZ=2~“'CD-dx-dy ’
Q

RETINEO
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8.4- TORSION EN SECCION CUALQUIERA. METODO DE LOS DESPLAZAMIENTOS O DE SAINT
VENANT

Los desplazamientos de una seccion que ha girado € = « - Z son:

U=-a-y-z
V=a-X-Z
w=a-¥(XY)

DESPLAZAMIENTOS

W(X,Y) es lafuncion de alabeo. De los desplazamientos se obtienen las deformaciones. De éstas, por Lamé,

las tensiones:

E,=E,=6,=7,, =0 o,=0,=0,=17,, =0
275 X * X
1 1 oY 0
Vg =T+ X r,=G-a-|—+X
2 2 oy
DEFORMACIONES TENSIONES

Las condiciones que deben cumplir estas tensiones para ser solucién del problema son:
1) Ecuaciones de equilibrio.

2) Condiciones de contorno en la superficie lateral (no hay tensiones).

3) Condiciones de contorno en las caras extremas (“tapas”), que reciben los momentos = M, .

Ecuaciones a utilizar:

De la condicion 1) se saca:

'Y 'Y
+
aXZ 8y2

RETINEO
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De la condicion 2) se saca:

dx
— =Sen
ds p
dy
— =¢o0S
ds p
ds dy
dx
0 0
Aplicando Cauchy: t= T- n —> 0= 0
0 T,
Resolviendo:
oY dy o¥ ax | dy . dx
ox ds oy ds ds ds

De la condicion 3) se saca:

[ : éangulo que forma N con el eje x

Ty dy/ds
7y, |-| —dx/ds
0 0

oy

Q

oY
OX

J =”{x.a—qj—y.—+x2+y2]dx-dy

Y las condiciones de contorno de las tapas (Q, = Qy = () se cumplen automaticamente.

RETINEO
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8.5- METODO DE RAYLEIGH-RITZ PARA TORSION

Este método sirve para obtener soluciones aproximadas. Se suele aplicar, en torsion, utilizando el método de

las tensiones.

Energia Eléstica: La energia elastica de deformacion por unidad de longitud es:

b
2.G

U= . I(szz +ry22)-dx~dy

Q

’ I(sz Y x +z-yz ‘J/yz)'dx'dyz

e} >

1
2

Energia Potencial: La energia potencial por unidad de longitud es:

W=M. - -«

z

Energia Potencial Total:

Método de Rayleigh-Ritz:

Se sustituyen en las expresiones anteriores las formulas de M, y de las tensiones. Para la funcién de tensiones

@ se utiliza una aproximacion igual a:
CD(X> y) = Zai ’ (Di (X9 y)
i

®. =0 en el contorno lateral.

Las funciones @; i

; se eligen arbitrariamente, pero tienen que cumplir cada una

Las expresiones de las energias elastica y potencial quedan:

- 5 (5] o

W=a-2~”®-dQ
Q

Y hay que derivar V = U — W con respecto a las constantes a; para hacerlo minimo:

ov

—=0
0,

RETINEO




Torsion 1.

Un cilindro recto tiene 5 metros de longitud y seccion eliptica, cuyos semiejes miden OA =30 cm y OB = 60 cm.
Esta sometido a las acciones de un momento torsor de valor 457 m-kN y de un momento flector de valor 60r m-kN,
situado éste Ultimo en el plano vertical de simetria de la seccion (plano BOC). Sus sentidos se indican en la figura.
El efecto de la torsion corresponde a una funcién de tensiones del tipo:

® = K [ x2/(OA)2 + y2/(OB)? - 1]

mientras que para la flexion se adopta la solucién segin el célculo en Resistencia de Materiales. Los ejes
coordenados se sefalan en la figura. Se pide:

1. Expresion de las tensiones tangenciales maximas a lo largo de la recta AC.
2. Expresién de las tensiones tangenciales maximas a lo largo de la recta BC.
3. Valor de la tension tangencial maxima en el punto A (situado sobre el eje X).
4. Valor de la tensién tangencial maxima en el punto B (situado sobre el gje Y).
5. Valor de la tension tangencial méaxima en el punto C (situado sobre el eje Z).

(Examen de septiembre de 2000)
















Torsion 2.
La figura muestra una barra circular de 5 cm de didmetro empotrada rigidamente en la totalidad de sus secciones
transversales extremas. Sobre ella y fuera de su eje longitudinal Z, actian dos cargas verticales de valor 1.5 kN,
en la disposicion que se indica en la figura. No se considera el peso propio de la barra.
El material tiene un médulo de elasticidad E = 2-10” N/cm? y un coeficiente de Poisson v = 0.30. Se pide:

1. Valores de los momentos de torsion T, y Tg correspondientes a las reacciones de apoyo en los extremos.

2. Diagrama de momentos de torsion a lo largo del eje Z.

3. Valores del giro o, debido a la torsion en las secciones correspondientesaz =L;y z = (L; + Ly).

4. Diagrama del giro o, a lo largo del eje Z.

5. Se considera vélida la hip6tesis de Saint Venant, que permite determinar las tensiones en las secciones de
empotramiento a partir de los valores de las reacciones de apoyo, calculadas segun la Resistencia de
Materiales. Determinar, segun lo anterior, el tensor de tensiones en los puntos 1, 2 y 3, pertenecientes a la
seccién A de empotramiento de la barra.

















































Torsioén 6.

El cilindro de seccioén eliptica de la figura (a > b) esta empotrado en un extremo y en el otro, libre, se encuentra
sometido a las dos fuerzas P y -P indicadas. Se pide:

1. Maxima tension tangencial.

2. Desplazamiento del punto A referido a los ejes (x, Y, z).

3. Distribucion de las tensiones a aplicar a la seccion z = L, normal a la misma, de forma que permanezca
plana al aplicar las fuerzas anteriores P y -P. Obtener la resultante de dichas tensiones (fuerzas y

momentos) respecto al centro de gravedad de la seccion.

NOTA: No se considera el peso propio. El material tiene un médulo de elasticidad E y un coeficiente de Poisson v.

Ny






















Torsion 7.

Una viga recta de longitud L cuya seccion es un triangulo equilatero de lado a = 0.2 metros tiene un extremo
empotrado y el otro libre. Sobre la barra actia un momento torsor m; = 8.16 kN-m/m uniformemente repartido en
toda su longitud. Sabiendo que el médulo de elasticidad transversal es G = 8-10* MPa, se pide:

1. Calcular la funcién de tensiones que resuelve el problema de torsion, respecto del sistema de referencia
indicado en la figura.

2. Hallar el valor de la rigidez torsional (G-J).
3. Silalongitud de la barra es L = 3 m, hallar el angulo de giro de la seccion B del extremo libre.
4. Calcular la maxima tension tangencial que se produce en la barra.

5. Hallar la funcién de Saint-Venant de la seccién en la referencia indicada.

m, m.kN/m

J0J00000

L

Ny











































Torsién 9.
Dado el siguiente campo de movimientos en un sélido (en metros):
u=-zy.10" v=1zx.10" w =-0.8.xy.10"
Se pide:
1. Demostrar que es posible (se ha de indicar con precisién qué ecuaciones cumple que lo hacen posible).

2. Obtener el campo de tensiones (en kN/m2) que sufre el sélido mencionado. Las caracteristicas elésticas del
material son G = 125 MPa y coeficiente de Poisson v = 0.20.

3. Probar que el campo de tensiones obtenido es solucién del problema elastico de la figura (cilindro de base
eliptica y semieje mayor a = 1.8 m sometido a torsion). Enumerar con claridad qué condiciones, adicionales
a las del apartado 1, se deben cumplir. Obtener los valores numéricos del semieje b de la elipse y del
momento torsor que actla sobre sus caras extremas, indicando de qué condicién se obtiene cada uno.

(Examen de mayo de 2001)
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Torsion 11.

La viga de la figura de seccion un triangulo equilatero de lado a =2 my luz L = 20 m se encuentra sometida a dos
cargas puntuales excéntricas de valor P = 60 kN, aplicadas en la seccién centro de luz. Los extremos 1y 2 de la
viga estan empotrados, pero sin coaccionar el alabeo de la seccion. Se pide:

1.

Comprobar que la funcién f (x,y) = 1/(aN3)-(3 x y2 - x°) es la funcién de Saint-Venant correspondiente a la
torsién de la seccion de la viga.

. Determinar la inercia a torsién J de la seccién definida expresada en m* a partir de la funcién anterior o

mediante férmula aproximada.

. Obtener el tensor de tensiones en kN/m2 en el punto de coordenadas x = 0; y = a-V3/6; z = L.

Maxima tension principal de traccion en kN/m?2 y los angulos en grados sexagesimales que forma con los
ejes de coordenadas positivos X, Yy, z en el punto del apartado anterior.

. Comentar la validez de la férmula de Resistencia de Materiales para el calculo de las tensiones tangenciales

producidas por el esfuerzo cortante, al aplicarlas a las fibras situadas a lo largo de la rectay = a-V3/6; z = L.

Todas las tensiones de flexion (las debidas al momento flector y al esfuerzo cortante) se calcularan en los
apartados anteriores de acuerdo con las férmulas elementales de Resistencia de Materiales.

(Examen de diciembre de 1997)
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Torsion 12.

La ménsula de la figura esta empotrada en el punto A. Tiene seccién constante cuadrada de lado 4 m con peso
especifico 25 kN/m°. Se encuentra sustentado, ademas, a una losa de peso especifico 20 kN/m?, ancho 5 m,
grosor 0.2 m y de la misma longitud que la ménsula. El resultado de la accion de la losa es una flexion y una
torsién en la ménsula. EI empotramiento A permite el libre alabeo de la seccion. EI médulo de elasticidad
transversal del material es de 8-10° kN/m2.

Se considera para el calculo que la seccién resistente es Unicamente la cuadrada. Para el analisis de la torsién en
la pieza se admite emplear la formulacién de la torsién uniforme, con una funcién de tensiones de Prandtl:

®=K (3¢~ 29 (y2- 29

Para el calculo de las tensiones producidas por flexion se admiten las distribuciones dadas por la Resistencia de
Materiales. Se pide:

1. Si se adopta para K el valor 1.25-10° 0, obtener las tensiones tangenciales maximas en los puntos 1y 2 de
la seccion de empotramiento (seccion A).

2. Deducir el valor de K mas adecuado para la funcién de tensiones dada en el enunciado.

(Examen de septiembre de 1999)
















Torsion 13.

La figura muestra la seccion triangular de una pieza prismatica de seccién constante. Dicha pieza se halla
sometida a un estado de torsion uniforme de valor M,. Se pide:

1. Determinar la rigidez torsional J.
2. Determinar la maxima tension tangencial a lo largo del lado AB y punto en el que se produce.
Se utilizara el método de Rayleigh-Ritz con una funcién polinémica del minimo grado posible en x e y.

(Examen de septiembre de 1987)
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Torsion 16.

Un prisma recto de seccién cuadrada de a = 20 cm de lado y L = 80 cm de longitud esta empotrado en un extremo
y libre en el otro. En el extremo libre se le aplica una carga P con una excentricidad de e = 80 cm, por medio de
una pieza rigida, como se muestra en la figura. Las tensiones méximas admisibles en el material son 140000
kN/mz en traccion o compresién, y 100000 kN/m2 en cortante. Si se acepta para la flexioén la solucién de tensiones
de Resistencia de Materiales y para la torsién las férmulas de la Elasticidad, se pide:

1. Referidas a los ejes x, y, z de la figura, coordenadas del punto o puntos que limitan el valor de P.

2. Méaximo valor admisible de P, en kN.

3. Valor y direccion de la maxima traccion en uno de los puntos del apartado 1). Se hara un croquis con los
valores de los angulos que forma la direccién de esa traccion con las paralelas a los ejes coordenados de la

figura.

(Examen de junio de 2002)








































Varios 3.

Sobre la superficie del macizo semiinfinito de la Figura A actda una carga vertical uniforme de 300 kN/m2
distribuida sobre una faja AA’ de 6 m de ancho. Se pide obtener las tensiones principales en valor y direcciéon en

los puntos By C. Se recuerda que, en tension plana, la funcién de tensiones correspondiente al caso de carga que
se representa en la Figura B es @ = k-r2-0.

300 kN/m

A A

Figura A Figura B



























Varios 5.

Un cilindro circular delgado de radio R = 10 m, espesor unidad y peso especifico y= 25 kN/m? reposa sobre un
plano horizontal rigido.

Se pide:

1. Mostrar que el estado tensional se puede obtener por superposicion de las dos funciones de tension
siguientes

@, =A-r-0-sen 0 @, =B-X> + C-(X2 + y2) + D-X-y2
2. Calcular el valor de las constantes A, B, C, D.
3. Ley de tensiones a lo largo de los diametros horizontal y vertical.

4. Determinar la fuerza y el momento resultantes, respecto al punto A, de las tensiones que actlian sobre el
radio horizontal OB.

AC,
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Varios 6.

Una barra delgada de seccion A y longitud L gira en torno a uno de sus extremos con velocidad angular Q. El
material posee las siguientes caracteristicas: peso especifico y, médulo de elasticidad E, coeficiente de Poisson v.
La Unica fuerza que actla sobre la barra es la centrifuga. Los movimientos de ambos extremos estan impedidos
por la sustentacion. Para este problema de elasticidad unidimensional se pide:

1. Obtener su ecuacion de equilibrio de tensiones.

2. Obtener su ecuacion de equilibrio de desplazamientos.

3. Determinar la funcién que proporciona el desplazamiento longitudinal de cada punto de la barra y calcular el
valor numérico del desplazamiento del punto medio.

4. Determinar la ley de esfuerzos axiles y la maxima tension en la barra.















Varios 7.
La figura muestra una chapa plana, cuadrada, de 7 m de lado, y delgada, sobre cuyo contorno actlla una tension
tangencial 1, = 25 MPa, uniforme. Sobre la chapa se sefialan los puntos (cotas en cm) A (-7N2; -742), B (-14; 0), y
C (-14; 14). Posteriormente se taladra en su centro O un agujero circular de 7 cm de radio. Se pide determinar en
el punto B:

1. Las tensiones principales, con sus direcciones.

2. Latension normal y tangencial sobre el plano BA.

3. Latension normal y tangencial sobre el plano BC.
Para cada uno de los estados siguientes:

A. Antes de taladrar el agujero.

B. Después de taladrar el agujero.

(Examen de junio de 1993)
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Varios 8.

Sobre la superficie de un terreno estd empotrado un muro plano, vertical, de 4 metros de altura y cuya longitud se
supone muy grande a ambos lados de la seccion A. Si el empuje del viento es equivalente a una presién horizontal
y uniforme indicada en la figura, se pide:

1. Direccion de la tensién total (vector tensién) asociada al plano vertical BAC a lo largo de la recta AB (AC
esté en la superficie del terreno).

2. Expresién del médulo de la tension total (en kN/m?) en funcién de la profundidad.

3. Representar graficamente el vector tensién en el punto D, indicando claramente su mddulo, direccién y
sentido.

4 m
1000 kN/m 2
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UNIDADES

Longitud:
1m =100 cm =1000 mm
1ecm=0.01m=10 mm
1mm=10°m=0.1cm

Fuerza:
1kN=1000N=100kp =0.1t
1N=102KkN=0.1kp=10"t
1kp=0.01kN=10N =107t
1t=10000 N = 1000 kp = 10 kN

Tension:

1 MPa = 10° Pa = 10° N/m® = 100 t/m® = 10 kp/cm?® = 10 bar = 1 N/mm? = 1000 kN/m?
1 kN/m?= 0.1 /m® = 0.01 kp/cm® = 0.01 bar = 10° N/mm? = 10° MPa
1 t/m? = 10 kN/m? = 0.1 kp/cm? = 0.1 bar = 0.01 MPa

1 kp/cm? = 1 bar = 100 kN/m? = 10 /m? = 0.1 MPa
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FORMULAS DE INTERES

Férmulas trigonométricas

2 2 _
sen“3+cos” 9 =1 Senzgzl_%.cos(z-g)
sen(2- %) =2-send-cos I

Lo 11
cos(2-F) =2-cos’ 9—1 cos ‘9—5"'5'005(2'9)

Derivadas
y=\/;:>y'= 1 y=send = y'=cos 4
2-4x
y =cos$= y'=-seng
y_ljy'__—l
_X B X2 :t ,9:} '—
y=4 Y cos’ &
y=u-v=y'=uw+v-u
=cotgY '=
Louv—u-V Y= eO9T =Y = g
YZ—ZH/ZV—2
y=senk-9) = y'=k-cos(k-%)
. 1
Y=arCtg3:>Y=1+X2 y =cos(k-9) = y'=—k-sen(k - )
Integrales
Il9~sen9.dl9:—19.cosl9+senl9
Isenzlg_d]9:2~l9—sen(2-l9)
IS-cosg-dS:S-sen3+c059
Ig.seng'cosg.dgzsen(2-9)—28-9-cos(2-8) Icoszg.d8=2'9+sen(2"9)
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ECUACIONES DIFERENCIALES HOMOGENEAS

Son del siguiente tipo:

y"+a-y"+..+a,-y=0 con  y(x)

El procedimiento para resolverlas es el siguiente:

1) Se forma la ecuacion caracteristica:

2) Se hallan las raices de la ecuacién caracteristica:

3) Segun el caracter de las raices, se escriben las soluciones particulares, linealmente independientes,
partiendo de lo siguiente:

a) A toda raiz simple “k”, corresponde una solucion particular:

ek-x

b) A todo par de raices complejas conjugadas [k(” =a+ifBly [k(z) = a - i-B] le corresponden dos
soluciones particulares:

e”-cos(fB-X) vy e’  -sen(f - X)

“

c) Atoda raiz real “k” de orden de multiplicidad “r’, corresponden r soluciones particulares linealmente

independientes:

k-x K-x r-1

e ", Xx-e -, ... , X -€

d) A todo par de raices complejas conjugadas de orden de multiplicidad “r" (a + i-B , a - i-B),
corresponden 2-r soluciones particulares:

e”* .cos(fB-X), X-€°* -cos(f-X), ..., X" -e“*-cos(B-X)

e’ -sen(f-x) , x-e“*-sen(B-X), ..., X" -e“*-.sen(B-x)

El nimero de estas soluciones particulares es igual al grado de la ecuacion caracteristica o, lo que es lo
mismo, al orden de la ecuacion diferencial dada.

4) Una vez encontradas “n” soluciones linealmente independientes (y1, vz, ..... , ¥n), la soluciéon general es:

y=¢C -y, +C, -y, +..... +C, Y,

Dondecq,cCo, ..... , Cn son constantes arbitrarias.
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CARACTERISTICAS DE SECCIONES
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FORMULAS EN VIGAS SIMPLES

. g - P.L>
2 2.E-l
§ 2 V _ P'L3
L=
M -L
M % =]
N‘
) 2 ML
V, =
. . ] P 2-E-l
q (kN/m) 3
g =L
I o
Y , U
V, =
| : | ' 8-E-l
: P.L2
S =% = e
1 2 L PL
’ 3 48.E-1
L/2 L/2
I I |
g_M-L
y '6-E-
3 g _M-L
> 3.E-|
‘ L/2 | L/2 V B ML2
 16-E-1
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q (kN/m)
q-L°
19: =
3 >, v = SqL4
| L/2 | L/2 |  384.E-1
[ [ |
P-a-b
= . b
l : e EaL TP
| 2 P-a-b
s > 9, = (L+a
? 6-E-I-L( )
a | o
[
L _p.aZ.b2
PU3.E-l-L

a b
M 2 2
= (L*-3-a
L 2 6-E-I-L( )
q (kN/m)
2
1 HHH 2 SI:L.(4.3.L_32_4.|_2)
\ 24-E-1-L
o | b
| qa2 2L2 2
g =—22  2.12-a
- 2 24-E-I-L( )
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